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基于 Logistic 增长模型的地表下沉时间函数 
徐洪钟，李雪红 

（南京工业大学 土木工程学院，南京 210009）    
 

摘  要：Knothe 时间函数可预测地表下沉，但其不能反映地表下沉速度和加速度的变化规律。针对 Knothe 时间函数描述的

不足，提出了改进的地表下沉的时间函数——基于 Logistic 增长模型的时间函数。该时间函数可合理描述地表下沉发展变化

的全过程, 能反映实际地表点下沉的速度和加速度的变化规律，经实测检验，证明了该时间函数的实用性和有效性。 
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Time function of surface subsidence based on Logistic growth model 
 

XU Hong-zhong, LI Xue-hong 
(College of Civil Engineering, Nanjing University of Technology, Nanjing 210009, China) 

 

Abstract: Knothe time function is used to forecast surface subsidence, but the Knothe time function cannot simulate the subsidence 
rate and acceleration. According to the limitation  of Knothe time function, the improved time function of surface subsidence, time 
function of surface subsidence based on Logistic growth model, is presented. Logistic time function can describe the whole process of 
surface subsidence and simulate the subsidence rate and acceleration according to the measured data of mine. The results indicate that 
the method is effective and applicable.    
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1  引 言 

地下开采引起的地表沉陷变形是一个复杂的  
4维空间问题。在进行开采设计和选择地面建筑物保

护措施时，需考虑地表沉陷变形随时间的发展全过

程。目前常用的克诺特（Khothe）时间函数，无法

描述地表下沉全过程。针对该时间函数的缺陷，常

占强提出分段的克诺特时间函数，有的学者提出了

双参数的 Sroka-Schober 时间函数和 Kowalski 广义

时间函数。本文在分析地表沉降规律和 Logistic 增

长模型的基础上，提出了改进的地表下沉时间函数

—基于 Logistic 增长模型的地表下沉时间函数[1～3]。 

2  Logistic 增长模型简介 

Logistic增长模型又被称为Verhulst-Pearl模型，

它在生态学、人口学等领域得到广泛地应用。 

Logistic 模型的微分形式为 
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式中  s 为种群大小；t 为时间；a 为瞬时增长率；

K 为环境容纳量。 
式（1）的解，即 Logistic 模型的积分形式为 

    atc
Ks




e1
             （2） 

不妨称对应的时间函数式（2）为 Logistic 时间

函数，此时，式（2）中各参数的含义分别为：s 为
下沉量；t 为时间；a 为时间影响系数；K 为最终沉

降量；c 为一待求参数。 
式（2）所表示的曲线是一条 S 形的曲线，被

称为 Logistic 曲线或 Pearl 曲线，它反映了事物发 
生、发展、成熟并趋于饱和（极限）的过程。 

3  基于 Logistic 增长模型的地表下沉
时间函数 
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研究表明，采动过程中的地表沉陷变形全过程

可划分为 3 个阶段：（1）下沉发展：下沉量和下沉

速度都比较小的初始下沉阶段；（2）充分下沉：下

沉速度较大的活跃下沉阶段，地表点受采动影响，

随下部岩体弯曲、断裂、垮镕；（3）下沉衰减：下

沉速度由最大逐渐趋于零(直至下沉停止)的衰减下

沉阶段，地表点随下部岩土体从垮落到“裂隙”、

“离层”闭合和破碎岩体的自然压实。当时间为无

限大时，下沉量到达极限状态，此时下沉量将不随

时间发生变化。对于煤田开采取 5 年即可。从上述

地表点下沉过程来看，它与 Logistic 增长模型（曲

线）所描述的规律非常相似，因此，可以用 Logistic
增长模型来预测地表沉降随时间的变化规律。 

  现对地表点下沉的 Logistic 时间函数曲线的

形态进行分析。对 Logistic 时间函数求一阶导数、

二阶导数，分别得到地表点下沉的速度和加速度曲

线，如图 1 所示。 
起初，下沉速度随着下沉量增加而增加，当下

沉量达到最大下沉量的一半时，下沉速度最大，下

沉加速度为0；随后下沉量继续增大逐渐接近最大 
下沉值，而下沉速度从最大逐渐减小到零，对应的

下沉加速度为负。这与文献[4]给出的理想时间函数

分布曲线相一致。这进一步说明地表点下沉的

Logistic 时间函数可以描述地表下沉的全过程。 
 

 
 

图 1   地表点下沉的 logistic 时间函数、速度和加速度曲线

（从上而下） 
Fig.1  Curve of Logistic time function , velocity and 

acceleration of surface subsidence 

 

4  模型参数估计方法 

对于 Logistic 曲线含有 3 个未知参数 K，a，c
需要估计。本文将在三段和法基础上采用非线性回

归法估计模型参数[5]。 
（1）三段和法 
三段和法要求 t 是等间隔的。设样本为( ),,( jj st  

nj  , ,2  ,1  按顺序分为 3 等分，令 )3/int(nr  ，

若 rn 3 ，可适当舍弃 1～2 个数。 
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xxq n ，通过一定的边换，可得 logistic

曲线的参数估计： 
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（2）非线性回归 
首先，用三段和法求得 logistic 曲线的 3 个参数

的初始值 K0，a0，c0，然后，用 Gauss-Newton 迭代

算法求得各参数的最优估计。此方法可以获得

Logistic 增长模型参数的最小二乘无偏性估计。

Gauss- Newton 迭代算法可参见有关文献[5]。 

5  工程实例 

以新峰一矿12101走向断面上46# 观测点为例

以说明模型的应用。工程概况和地质情况见文献[6]。 

图 2 为实例的不同实测点数对预测沉降量的影响曲

线。由图可以看出，模型所预测的地表下沉量与时

间的关系曲线都呈“S”形变化，与实际沉降变化

规律相一致；10 点预测的最终沉降量偏差较大，12
点预测、14 点预测最终沉降量偏差较小。这说明当

选取的实测点数较多时，预测的结果和实测值相差

较小。 
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图 2  不同点数情况下沉降量与时间的关系 

Fig. 2  The subsidence-time relation of different 
 sample numbers 

6  结 语 

通过本文的分析和工程实例说明，地表点下沉

的 Logistic 时间函数可以较好地预测地表下沉的全

过程。 
地表点下沉的 Logistic 时间函数，克服了

Knothe 时间函数的缺陷，具有精度高，所需观测数

据少等特点。 
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